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1.5      ΑΞΙΟΣΗΜΕΙΩΤΕΣ  ΤΑΥΤΟΤΗΤΕΣ 

               Ασκήσεις  σχ. βιβλίου  σελίδων   47 -51

Ερωτήσεις κατανόησης 

1. 

Ποιες από τις παρακάτω ισότητες είναι ταυτότητες ;

α)  0x = 0                                 β)  x + y = 0                  γ ) α2α = α3    

δ)  (x + 3)2 = x2 + 6x + 9         ε)  αβ = 0 
Προτεινόμενη λύση 

Ταυτότητες είναι οι   (α),  (γ)  και  (δ),  διότι αληθεύουν για όλες τις τιμές της μεταβλητής που έχουν

Η   x + y = 0 αληθεύει μόνο αν τα x και y είναι αντίθετα και 

η   αβ = 0  αληθεύει  αν  α = 0  ή  β = 0. 
2.

Να επιλέξτε την σωστή απάντηση .

i)    Το ανάπτυγμα του  (x + α)2  είναι 

      α) x2 + α2        β) x2
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2x α + α2          γ) x2 + αx + α2          δ) x2 + 2xα + α2 

ii)   Το ανάπτυγμα του  (2α + 1)2  είναι 

      α) 2α2 + 4α + 1           β) 4α2 + 1          γ) 4α2 + 4α + 1        δ) 4α2 + 2α + 1
iii) Το ανάπτυγμα του   (y
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2)2   είναι 

      α) y2 
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2y + 4                β) y2
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4         γ) y2 
[image: image5.wmf]-

4y + 4        δ) 42 + 4y +  4

 Προτεινόμενη λύση 

i)    Σωστή απάντηση είναι η   (δ) 
ii)   Σωστή απάντηση είναι η   (γ)
iii)  Σωστή απάντηση είναι η   (γ) 

3. 
Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις με  (Σ) αν είναι σωστές και με  (Λ) αν είναι λανθασμένες. 

α)   ( x
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y)2 = x2 
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2x(
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y) + (
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y)2 

β)   (
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α + β ) 2 = α2 
[image: image11.wmf]-

2αβ + β2 

γ)   (5ω + 4) 2 = 25ω2 + 16 

δ)   (3x
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y)2 = 3x2 
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2(3x(y + y2 

Προτεινόμενη λύση 

α)   x2 
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2x(
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y) + (
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y)2 = x2 + 2xy + y2 ≠ (x
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y)2  άρα   (Λ) 
β)   (
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α + β )2 = (α
[image: image19.wmf]-

β)2 = α2
[image: image20.wmf]-

2αβ + β2 άρα   (Σ) 
γ)    (5ω + 4) 2 = 25ω2 + 40ω + 16  άρα   (Λ)
δ)    (3x
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y)2 =  9x2
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2(3x(y + y2  άρα   (Λ) 
4.

Να επιλέξτε την σωστή απάντηση 

i)    Το ανάπτυγμα του  ( x + 1)3   είναι 

      α)  x3 + 3(x(1 + 13                           β)  x3 + 13 

      γ)  x3 + 3(x2(1 + 3(x(12 + 13            δ)  x3 + x2(1 + x(12 + 13  
ii)  Το ανάπτυγμα του  (β 
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 2)3   είναι 

      α)  x3 
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 3(β(2 + 23                          β)  β3 
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23 

      γ)  β3 
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β2(2 + β(22 
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 23                 δ)  β3 
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3 (β2(2 + 3( β(22 
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 23  
Προτεινόμενη λύση 

i)   Σωστό το   (γ) 
ii)  Σωστό το  (δ)  

5.

Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω ισότητες με  (Σ)  αν είναι σωστές  και  με  (Λ)  αν είναι λανθασμένες. 

α)  (x
[image: image30.wmf]-

y)3 = x3 
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3x2y
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3xy2 – y3 

β)  (2x + 3) 3 = 2x3 + 3(2x2(3 + 3(2x(32 + 33 

γ)  (3x
[image: image33.wmf]-

1)3 = (3x)3 
[image: image34.wmf]-

3((3x)2(1 + 3 ((3x) (12 + 13

δ)  (x + 2)3 = x3 + 6x2 + 12x + 8
Προτεινόμενη λύση 

α)  (x
[image: image35.wmf]-

y)3 = x3 
[image: image36.wmf]-

3x2y + 3xy2 – y3   άρα   (Λ)
β)  (2x + 3) 3 = (2x)3 + 3((2x)2(3 + 3(2x(32 + 33   άρα   (Λ) 
γ)  (3x
[image: image37.wmf]-

1)3 = (3x)3 
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3((3x)2(1 + 3 ((3x) (12 
[image: image39.wmf]-

 13    άρα   (Λ)
δ)  (x + 2)3 = x3 + 3∙x2∙2 + 3∙x∙22 + 23 = x3 + 6x2 + 12x + 8    άρα   (Σ)
6. 

Να επιλέξτε την σωστή απάντηση 

i)     Το ανάπτυγμα του  (y
[image: image40.wmf]-

3)(y + 3 )   είναι 

       α) y2
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3         β) 9
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y2        γ) y2 
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9        δ) 3
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y2 
ii)    Το ανάπτυγμα του  (y + x)(x
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y )   είναι 

       α) y2
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x2       β) x2
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y2       γ) (x
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y)2      δ) x2 + y2 
iii)   Το ανάπτυγμα του   (ω
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2α)(ω + 2α )   είναι 

       α) ω2
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2α2          β) ω2 + 4α2         γ) 4α2 – ω2        δ) ω2
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4α2 
iν)   Το ανάπτυγμα του   (5
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x)(52 + 5x + x2 )   είναι 

       α) 53 + x3           β) x3
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53          γ) 53 – x3           δ) 25
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x3 
νi)   Το ανάπτυγμα του    (x + 2α )(x2
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2αx + 4α2 )    είναι 

      α) x3 + 2α3          β) x3
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 (2α)3        γ) x3
[image: image57.wmf]-

2α3          δ) x3 + 8α3 
Προτεινόμενη λύση 

i)    Σωστό το   (γ)
ii)   Σωστό το   (β)
iii)  Σωστό το   (δ)
iν)   Σωστό το   (γ)
ν)    Σωστό το  (δ) 
7.
Να συμπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα αντιστοιχίζοντας σε κάθε παράσταση της στήλης Α το ανάπτυγμά της από τη στήλη Β 

	            Στήλη Α 
	             Στήλη Β 

	α.   (x + y)(y
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x) 
	1.    x2
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2xy + y2 

	β.   (x + y)2 
	2.    x3
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y3

	γ.   (y
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x)2
	3.    x3
[image: image62.wmf]-

3x2y + 3xy2 + y3

	δ.   (x
[image: image63.wmf]-

y)(x2 + xy + y2) 
	4.    y2
[image: image64.wmf]-

x2

	ε.   (x + y)(x2 
[image: image65.wmf]-

 xy + y2) 
	5.    x2 + 2xy + y2 

	στ. (x
[image: image66.wmf]-

y)3 
	6.    x2
[image: image67.wmf]-

y2

	
	7.    x3 + y3 

	
	8.    x3 – 3x2y + 3xy2 – y3 


Προτεινόμενη λύση 

α.   (x + y)(y
[image: image68.wmf]-

x) = y2
[image: image69.wmf]-

x2                  άρα α → 4
β.   (x + y)2 = x2 + 2xy + y2                άρα β → 5

γ.   (y
[image: image70.wmf]-

x)2 = x2
[image: image71.wmf]-

2xy + y2                 άρα γ → 1

δ.   (x
[image: image72.wmf]-

y)(x2 + xy + y2) = x3
[image: image73.wmf]-

y3          άρα δ→ 2

ε.   (x + y)(x2 
[image: image74.wmf]-

 xy + y2) = x3 + y3    άρα ε→ 7

στ. (x
[image: image75.wmf]-

y)3 = x3 – 3x2y + 3xy2 – y3      άρα στ → 8
Ασκήσεις 

1.  

Να βρείτε τα αναπτύγματα 

α)  (x + 2) 2           β) (y + 5) 2                γ)  (2ω + 1) 2           δ)  (κ + 2λ) 2     
ε)   (3y + 2β) 2     στ) (x2 + 1) 2               ζ)  (y2 + y) 2            η)  (2x2 + 3x) 2     

θ)  (x + 
[image: image76.wmf]2

) 2       ι) (
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Προτεινόμενη λύση 

α)   (x + 2) 2 = x2 + 2∙2∙x + 22 = x2 + 4x + 4                    
β)   (y + 5) 2  = y2 + 2∙y∙5 + 52 =  y2 + 10y + 25         
γ)   (2ω + 1) 2 = (2ω)2 + 2∙2ω∙1 + 12 = 4ω2 + 4ω + 1             
δ)   (κ + 2λ) 2  = κ2 + 2∙κ∙2λ + (2λ) 2= κ2 + 4κλ + 4λ2   
ε)    (3y + 2β) 2  = (3y)2 + 2∙3y∙2β + (2β) 2 = 9y2 + 12βy + 4β2       
στ)  (x2 + 1) 2  = (x2)2 + 2∙x2∙1+ 12 = x4 + 2x2 +1          
ζ)    (y2 + y) 2  = (y2)2 + 2∙y2∙y + y2 = y4 + 2y3 + y2                
η)   (2x2 + 3x) 2 =  (2x2)2 + 2(2x2)(3x) + ( 3x)2 = 4x4 + 12x3 + 9x2    
θ)   
[image: image81.wmf](
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 = x2 + 2∙
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image88.wmf]y
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2. 

Να βρείτε τα αναπτύγματα 

α)  (x 
[image: image99.wmf]-

 3) 2          β) (y 
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 5) 2              γ)  (3ω
[image: image101.wmf]-

1) 2           δ) (2κ 
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 λ) 2     

ε)  (3y 
[image: image103.wmf]-

 2β) 2     στ) (x2 
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 2) 2             ζ)  (y2 
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y) 2           η) (2x2 
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[image: image107.wmf](

)

2

x3

-

          ι) 
[image: image108.wmf](

)

2

xy

-

        ια) 
[image: image109.wmf]2

3

α  

2

æö

-

ç÷

èø

       ιβ) 
[image: image110.wmf]2

2

ω  

ω

æö

-

ç÷

èø


Προτεινόμενη λύση 

α)   (x 
[image: image111.wmf]-

 3) 2 = x2 
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 2∙3∙x + 32 = x2 
[image: image113.wmf]-

6x + 9                    

β)    (y 
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 5) 2 = y2 
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 2∙y∙5 + 52 =  y2 
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 10y + 25  
γ)    (3ω
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1) 2 = (3ω)2 
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 2∙3ω∙1 + 12 = 9ω2
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6ω + 1                                         
δ)   (2κ
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λ)2 = (2κ)2 
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 2∙2κ∙λ + λ 2 = 4κ2 
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 4κλ + λ2    
ε)    (3y 
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 2β) 2 = (3y)2 
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στ)  (x2 
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2∙x2∙2 + 22 = x4 
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 4x2 + 4                    
ζ)    (y2 
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3. 

Χρησιμοποιώντας την κατάλληλη ταυτότητα να υπολογίσετε τις παραστάσεις 

α) 
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Προτεινόμενη λύση 

α)  
[image: image165.wmf](

)

2

31

+

=  
[image: image166.wmf](

)

2

3

+ 2
[image: image167.wmf]3

∙1 + 12 =3 + 2
[image: image168.wmf]3

 + 1 = 4 + 2
[image: image169.wmf]3

   
β)  
[image: image170.wmf](

)

2

65

+

= 
[image: image171.wmf](

)

2

6

 + 2
[image: image172.wmf]6
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4.
Να συμπληρώσετε τις ισότητες 

α)  ( x + 3)2 = x2 + 6x + 9                             β)  (y
[image: image193.wmf]-

 4)2  =  y2 
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8y + 16
γ)  (4x
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α)2 = 16x2
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8xα + α2                      δ)  (x2
[image: image197.wmf]-

2ω)2  =  x4
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Προτεινόμενη λύση 

Φαίνεται παραπάνω 
5.
Να βρείτε τα αναπτύγματα 
α)  (x  + 1) 3             β) (y  +  4) 3            γ) (2α + 1) 3            δ) (3α +  2β) 3     

ε)  (x2 + 3) 3           στ) (y2  +  y) 3           ζ) (x 
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2) 3               η) (y 
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Προτεινόμενη λύση 

α)   (x  + 1) 3  =  x3 + 3∙x2∙ 1+ 3∙x∙12 + 13 =  x3 + 3x2+ 3x + 1         

β)   (y  +  4) 3 = y3 + 3∙y2∙ 4+ 3∙y∙42 + 43 = y3 + 12y2 + 48y + 64                     

γ)   (2α + 1) 3 = (2α)3 + 3∙(2α)2∙ 1+ 3∙2α∙12 + 13 =  8α3 + 12α2 + 6α + 1                                
δ)   (3α +  2β) 3 = ( 3α)3 + 3∙(3α)2∙ (2β) + 3∙3α∙(2β)2 + (2β)3 =  

                          = 27α3 + 54α2β + 36αβ2 + 8β3 

ε)   (x2 + 3) 3 = (x2)3 + 3∙(x2)2∙ 3+ 3∙x2∙32 + 33 =  x6 + 9x4 + 27x2 + 27   
στ) (y2  +  y) 3 = ( y2)3 + 3∙(y2)2∙ y+ 3∙y2∙y2 + y3 =  y6 + 3y5 + 3y4 + y3                                                                                        
ζ)   (x 
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ι)    (2x
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15.

Αν το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο, να αποδείξετε 
ότι και το τρίγωνο ΒΓΔ  είναι ορθογώνιο
Προτεινόμενη λύση                                       
Αφού το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο στο Α ισχύει : 

ΒΓ2  =  ΑΒ2 + ΑΓ2 =  

        =  (4x + 1)2 + (3x + 2)2 = 

        = 16x2 + 8x + 1 + 9x2 + 12x + 4 = 

        = 25x2 + 20x + 5

Ακόμα  είναι   ΓΔ2 =1  και  ΒΔ2 = (5x + 2)2 = 

                                                    = 25x2 + 20x + 4
Οπότε   ΓΔ2 + ΒΔ 2 = 1 +25x2 + 20x + 4  = 
                                = 25x2 + 20x + 5 = 

                                = ΒΓ2 

Πράγμα που σημαίνει ότι το τρίγωνο  ΒΓΔ είναι ορθογώνιο στο  Δ.  
16. 

Σκεφτείτε δύο αριθμούς διαφορετικούς από το 0. 

Βρείτε το τετράγωνο του αθροίσματός τους. 

Βρείτε το τετράγωνο της διαφοράς τους. 

Αφαιρέστε από το τετράγωνο του αθροίσματος το τετράγωνο της διαφοράς. 

Διαιρέστε το τελικό αποτέλεσμα με το γινόμενο των αριθμών που αρχικά σκεφτήκατε. 

Το αποτέλεσμα που βρήκατε είναι ο αριθμός 4 ανεξάρτητα από τους αριθμούς που
σκεφτήκατε.  Μπορείτε να το εξηγήσετε ; 

Προτεινόμενη λύση 

Έστω οι αριθμοί  α  και  β ≠ 0

Τετράγωνο του αθροίσματός τους =  (α + β)2
Τετράγωνο της διαφοράς τους  = (α 
[image: image502.wmf]-

 β)2
Διαφορά = (α + β)2 
[image: image503.wmf]-

 (α 
[image: image504.wmf]-

 β)2
Διαίρεση με το γινόμενο  =  
[image: image505.wmf]22

(

α + β)(αβ)

αβ

--

= 
                                         =  
[image: image506.wmf]2222

α + 2αβ + β(α2αβ + β)

αβ

--

=

                                         =  
[image: image507.wmf]2222

α+ 2αβ + βα+ 2αββ

αβ

--

 =  
[image: image508.wmf]4

αβ

αβ

 =  4

Επομένως το ζητούμενο ισχύει για οποιουσδήποτε αριθμούς 

17.

α)  Να αποδείξετε ότι   βγ = 
[image: image509.wmf]222

β + γ(βγ)

2

--


β)  Να υπολογίσετε το εμβαδόν ορθογωνίου τριγώνου που έχει υποτείνουσα  10cm 
      και οι κάθετες πλευρές του διαφέρουν κατά 2cm 
Προτεινόμενη λύση 

 α) 

[image: image510.wmf]222

β + γ(βγ)

2

--

 = 
[image: image511.wmf]2222

β+ γ(β2βγ + γ)

2

--

 = 

                             = 
[image: image512.wmf]2222

β+ γβ+ 2βγγ

2

--

 =
[image: image513.wmf]2

βγ

2

  =  βγ 

β) 
Αν  β  και  γ  είναι οι κάθετες πλευρές του ορθογωνίου τριγώνου τότε το εμβαδόν του   είναι   Ε = 
[image: image514.wmf]βγ

2

  και με βάση την προηγούμενη ταυτότητα  Ε = 
[image: image515.wmf]222

β+ γ(βγ)

4

--

   (1)
Το Πυθαγόρειο θεώρημα   δίνει   β2 + γ2 = 102 = 100  
Η  (1)  δίνει   Ε = 
[image: image516.wmf]4

2

100

2

-

= 24cm2 .
18.

Ένας πατέρας μοίρασε ένα οικόπεδο

στα δύο του παιδιά όπως φαίνεται

στο σχήμα. Τα δύο οικόπεδα είχαν 

το ίδιο εμβαδόν ή κάποιο παιδί 
αδικήθηκε ; 

Να αιτιολογήσετε την απάντηση σας 

Προτεινόμενη λύση 

Στο διπλανό σχήμα φαίνεται ότι 

Το οικόπεδο  ΑΒΓΔ  έχει διαστάσεις 
ΑΒ = α + β  και  ΒΓ = α
[image: image517.wmf]-

β 
Επομένως εμβαδόν                                     
Ε = (α + β)(α
[image: image518.wmf]-

β) = α2
[image: image519.wmf]-

β2
Το οικόπεδο  ΒΓΚΛΜΝ  προκύπτει 
αν από το τετράγωνο ΒΓΡΜΝ πλευράς 
α  αφαιρέσουνε το τετράγωνο  ΓΚΛΡ 
πλευράς  β. 
Επομένως το εμβαδόν  Ε΄ του  

ΒΓΚΛΜΝ   είναι   Ε΄= α2
[image: image520.wmf]-

β2. 
Είναι λοιπόν φανερό ότι  Ε = Ε΄
                                 Το τρίγωνο του Πασκάλ 

        1.               

                                                  1

                                             1       1

                                         1      2      1

                                     1     3        3      1

                                1      4       6        4      1

                           1       5     10      10      5       1 

                     1        6       15    20      15      6        1 

                 1       7      21      35     35      21      7       1
……………………………………………………………………

Παρατηρούμε ότι κάθε αριθμός  μιας σειράς, εκτός του πρώτου και του τελευταίου που είναι μονάδες, είναι ίσος με το άθροισμα των  δύο αριθμών της προηγούμενης σειράς που είναι αριστερά του και δεξιά του. 
Παρακάτω φαίνεται ο τρόπος προσδιορισμού των αριθμών της 6ης σειράς από τους αριθμούς της 5ης  και οι αριθμοί της 7ης σειράς από τους αριθμούς της 6ης 

                1      +      4       +       6       +       4      +       1                    5η σειρά 
                       ||                 ||                ||                ||
    1                5               10               10               5                   1        6η σειρά 
1          6             15                20               15                6              1    7η σειρά 

Για κάθε ανάπτυγμα της μορφής  (α + β )ν  παρατηρούμε ότι 

· οι όροι του αναπτύγματος είναι  ν + 1 

· το ανάπτυγμα είναι πολυώνυμο ν βαθμού ως προς  α  και  ν  βαθμού ως προς β 

· το ανάπτυγμα είναι διατεταγμένο κατά τις φθίνουσες δυνάμεις του α και τις αύξουσες δυνάμεις του β 

· οι όροι που απέχουν εξίσου από τους άκρους όρους έχουν ίσους συντελεστές 

2.
Μετά από αυτά  το ανάπτυγμα (α + β)5  είναι 
(α + β )5 = α5 + 5α4β + 10α3 β2 + 10α2 β3 + 5αβ4 + β5
και το (α + β)6 είναι 
(α + β) 6 = α6 + 6α5β + 15α4 β2 + 20α3 β3 + 15α2β4 + 6αβ5 + β6 

3.

Το ανάπτυγμα του (α
[image: image521.wmf]-

β) 6 είναι 

(α 
[image: image522.wmf]-

 β) 6 = α6 
[image: image523.wmf]-

 6α5β + 15α4 β2 
[image: image524.wmf]-

 20α3 β3 + 15α2β4 
[image: image525.wmf]-

 6αβ5 + β6 

4.
· Το άθροισμα των αριθμών κάθε σειράς είναι δύναμη του 2 
πχ για την 2η σειρά : 1 + 1 = 2 = 21 
     για την 3η σειρά  1 + 2 + 1 = 4 = 22  κ. λ. π

· οι αριθμοί που προκύπτουν από τους όρους κάθε σειράς για τις πέντε πρώτες σειρές είναι δυνάμεις του 11 

πχ για την τρίτη σειρά οι όροι της είναι οι 1- 2- 1 που σχηματίζουν τον αριθμό 

121 = 11 2

για την τέταρτη σειρά οι όροι της είναι οι 1- 3- 3-1 που σχηματίζουν τον αριθμό 

1331 = 113   κ λ π 
· οι αριθμοί κάθε σειράς που απέχουν εξίσου από τα άκρα είναι ίσοι 

_1440732293.unknown

_1440733731.unknown

_1440734800.unknown

_1440734822.unknown

_1440734855.unknown

_1440734528.unknown

_1440734559.unknown

_1440734601.unknown

_1440734496.unknown

_1440733193.unknown

_1440733359.unknown

_1440733655.unknown

_1440733674.unknown

_1440733469.unknown

_1440733504.unknown

_1440733419.unknown

_1440733278.unknown

_1440733252.unknown

_1440732451.unknown

_1440733025.unknown

_1440733163.unknown

_1440732985.unknown

_1440732369.unknown

_1440732418.unknown

_1440732321.unknown

_1439391940.unknown

_1439839463.unknown

_1439839677.unknown

_1439840538.unknown

_1439840713.unknown

_1439840758.unknown

_1439840872.unknown

_1439840873.unknown

_1439840871.unknown

_1439840870.unknown

_1439840743.unknown

_1439840607.unknown

_1439840637.unknown

_1439840562.unknown

_1439840491.unknown

_1439840522.unknown

_1439839762.unknown

_1439839782.unknown

_1439839582.unknown

_1439839601.unknown

_1439839652.unknown

_1439839592.unknown

_1439839488.unknown

_1439839566.unknown

_1439839473.unknown

_1439392344.unknown

_1439406001.unknown

_1439406099.unknown

_1439407911.unknown

_1439839451.unknown

_1439406109.unknown

_1439406066.unknown

_1439392659.unknown

_1439392679.unknown

_1439392645.unknown

_1439392140.unknown

_1439392276.unknown

_1439392298.unknown

_1439392194.unknown

_1439392077.unknown

_1439392117.unknown

_1439391989.unknown

_1439385255.unknown

_1439387595.unknown

_1439391782.unknown

_1439391887.unknown

_1439387638.unknown

_1439386192.unknown

_1439386229.unknown

_1439386177.unknown

_1438261959.unknown

_1438265465.unknown

_1439383366.unknown

_1439385212.unknown

_1438265741.unknown

_1438266395.unknown

_1438265692.unknown

_1438265601.unknown

_1438265633.unknown

_1438265486.unknown

_1438263782.unknown

_1438263851.unknown

_1438263890.unknown

_1438263818.unknown

_1438262004.unknown

_1438262035.unknown

_1438261979.unknown

_1438254116.unknown

_1438261811.unknown

_1438261835.unknown

_1438261791.unknown

_1438253939.unknown

_1438253989.unknown

_1438254115.unknown

_1438253960.unknown

_1438250401.unknown

_1438250423.unknown

